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摘要　针对一类含有常数型状态约束的互联非线性系统，提出一种基于自适应动态规划（adaptive  dynamic
programming，ADP）的分散镇定方法. 引入边界函数对原系统进行坐标变换，将状态约束系统转化为无约束系统. 对转化

后的系统构造独立子系统和改进的代价函数，将鲁棒分散镇定问题转化为最优调节问题. 构建局部评判神经网络并采用

策略迭代算法求解哈密顿-雅可比-贝尔曼（Hamilton-Jacobi-Bellman，HJB）方程，进而得到近似最优镇定律. 通过李雅普

诺夫稳定性理论证明了本文所提方法可使闭环互联系统和局部评判神经网络估计误差动态最终一致有界. 数值仿真结

果验证了所提出分散镇定方法的有效性.
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0    引言

系统科学是一门研究系统行为、结构、环境和功

能之间普适关系，进而分析与设计系统演化与调控规

律的交叉性学科. 控制论作为系统科学的重要分支，

旨在研究如何设计和优化控制策略，以使系统在不确

定性和变化的环境中能够达到满意的稳定性、准确

性、快速性等预设的性能要求 [1]
. 在现实世界中，许多

系统是由多个动态互联的子系统组成的，此类系统广

泛存在于工程、电力、交通、经济、社会等领域 [2]
. 由

于其规模庞大，且不同子系统的状态之间存在关联，

难以对整个互联系统设计集中控制器. 因此，针对各

个子系统分别设计控制律，构成一组控制器控制整个

大规模系统 [3−4] 的分散控制方式得到了广泛应用.

随着系统规模的不断扩大，人们对于这类系统的

控制精度、响应速度、优化性能等指标均有更高的要

求. PID控制等经典控制方法难以满足这类系统稳定

性和性能指标最优性的要求 . 自适应动态规划

（adaptive dynamic programming，  ADP）作为一种基于

动态规划、强化学习、神经网络等方法的智能控制理

论，能够处理系统的非线性特性和不确定性，因此对

解决非线性系统的最优控制问题非常适用 [5]
. 目前，

ADP理论与方法已广泛应用于系统的状态调节、输

出调节、轨迹跟踪、容错控制等问题 [5−9]
. 在实际应用

方面，ADP已成功用于解决电网控制 [10]、电机调速 [11]、

地铁调度 [12] 等问题. 此外，ADP在解决含约束系统的

控制问题上也做了一些有益尝试.

H∞

由于系统固有组件自身特性的限制和系统运行

安全的要求，系统的运行状态以及执行器输出通常会

受到约束 [13−14]，这增大了控制系统设计的难度. 模型

预测控制是一种解决含状态约束系统控制问题的有

效方法 [15]，但这种方法具有很高的计算复杂度. 边界

李雅普诺夫函数法也可用于处理系统的状态约束 [16]，

但这种方法通常对非线性系统结构有特定要求，如必

须是严格反馈形式的非线性系统. 在最优控制理论

中，松弛函数法可处理控制过程的约束条件，因此也

能够用于解决状态约束系统的控制问题. Fan等 [17] 引

入松弛函数，将含状态约束的非线性系统控制问题转

化为无约束非线性系统控制问题，并在此基础上实现

原系统的容错控制；Xie等 [18] 引入边界李雅普诺夫函

数，研究了具有参数不确定性、外部干扰和执行器故

障的状态约束线性系统的容错控制问题；Yang等 [19]

构造了一种用于处理全状态约束的边界函数，实现了

在含有输入约束和全状态约束的情况下对非线性系

统的鲁棒控制；Song等 [20] 运用边界函数处理状态约

束，并引入事件触发机制，实现了同时包含输入与状

态约束的非线性系统的 控制. 然而，以上方法考虑

的均为单一系统，未考虑互联系统中各子系统状态之

间存在的耦合性. 
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本文引入边界函数，通过坐标变换将含有常数型

状态约束的互联非线性系统镇定问题转化为无约束

互联非线性系统的镇定问题，对变换后的系统构建不

含耦合项的独立子系统. 针对各个独立子系统分别

设计含辅助控制律的值函数和哈密顿-雅可比-贝尔曼

（Hamilton-Jacobi-Bellman，  HJB）方程，并通过局部评

判神经网络求解得到近似最优镇定律. 本文采用的

2个仿真实例将该方法与未处理状态约束的 ADP镇

定方法进行了对比，验证了其有效性. 

1    问题描述与系统变换

N含 个子系统的互联非线性系统为

ẋi = fi (xi (t ))+ gi (xi (t))ui (t)+ zi (x (t)) , （1）

i = 1,2, · · · ,N xi (t) ∈ Rni ui (t) ∈ Rmi i

i j

xi j ci j < xi j < di j ci j < 0 di j > 0 j = 1,2, · · · ,ni ci j

di j xi j fi (xi) ∈ Rni gi (xi) ∈ Rni×mi

zi (x) ∈ Rni i

式中 ： ； ； 分别是第 个

子系统的状态和控制输入，第 个子系统的第 维状态

满足 （ ，   ，   ）； 、

分别为 的下界和上界约束.  、 
均为光滑的非线性函数，分别表示系统动态和控制输

入矩阵，   是第 个子系统与其他子系统之间

的耦合项.

xi j pi j

受文献 [19−20]启发，本文采用边界函数（2），将
原互联系统的约束状态 转化为不含约束的状态 ，如

pi j = Fb

(
xi j;ci j,di j

)
= ln

(
di j

ci j

ci j− xi j

di j− xi j

)
, （2）

∀xi j ∈
(
ci j,di j

)
其中 ，则式（2）的反函数为

xi j = F−1
b

(
pi j;ci j,di j

)
=

ci jdi j (epi j −1)
ci jepi j −di j

, （3）

∀pi j ∈ R F−1
b

(
pi j;ci j,di j

)
F−1

b

(
pi j

)
fi (xi) gi (xi) zi (x) j fi j (xi) gi j (xi)

zi j (x)

其 中 .  将 简 记 为 ， 将

、 、 的第 行元素分别记为 、 、

. 通过式（3）将原系统（1）化为
Ḟ−1

b (pi1)
...

Ḟ−1
b

(
pini

)
 = Fsi (pi)+Gsi (pi)ui+ Z si (p) , （4）

式中，p为式（1）中 x（t）经变换后所得的状态.

Fsi (pi) =


fi1

([
F−1

b (pi1) , · · · ,F−1
b

(
pini

)]T
)

...

fini

([
F−1

b (pi1) , · · · ,F−1
b

(
pini

)]T
)

 ,

Gsi (pi) =


gi1

([
F−1

b (pi1) , · · · ,F−1
b

(
pini

)]T
)

...

gini

([
F−1

b (pi1) , · · · ,F−1
b

(
pini

)]T
)

 ,

Z si (p) =


zi1

([
F−1

b (pi1) , · · · ,F−1
b

(
pNnN

)]T
)

...

zini

([
F−1

b (pi1) , · · · ,F−1
b

(
pNnN

)]T
)

 .
pi j将式（3）对 求偏导可得

dF−1
b

(
pi j;ci j,di j

)
dpi j

=
di jc2

i j− ci jd2
i j

c2
i jepi j +d2

i je−pi j −2ci jdi j

. （5）

Fbpi j =
c2

i je
pi j +d2

i je
−pi j −2ci jdi j

di jc2
i j− ci jd2

i j

记 . 因此，经坐标变换

后的系统状态可表示为

ṗi j =
ẋi j

dF−1
b

(
pi j;ci j,di j

)
dpi j

= Fbpi j ẋi j = Fbpi j ·F−1
b

(
pi j

)
=

fi j (pi)+gi j (pi)ui (t)+ zi j (p) . （6）

通过式（6）可将式（4）进一步化为

ṗi (t) = Fi (pi (t))+Gi (pi (t))ui (t)+ Z i (p) , （7）

式中：

pi =
[
pi1, pi2, · · · , pini

]T
,

Fi (pi) = diag
{
Fbpi1, · · · ,Fbpini

} ·Fsi (pi) ,

Gi (pi) = diag
{
Fbpi1, · · · ,Fbpini

} ·Gsi (pi) ,

Z i (p) = diag
{
Fbpi1, · · · ,Fbpini

} · Z si (p) .

为便于后续进行分散镇定律设计和稳定性分析，

对变换后的互联系统（7），定义如下假设.

Fi (pi) Gi (pi) pi = 0假设 1　 和 是 Lipschitz连续的，且

为系统（7）的平衡点.

Z i (p)假设 2　耦合项 满足非匹配条件

Z i (p) = Ki (pi) Di (p) (Ki (pi) , Gi (pi)) , （8）

Ki (pi) ∈ Rni×wi Di (p) ∈ Rwi式中： 是已知的光滑函数； 为不

确定项，其上界满足

||Di (p)∥≤ai

N∑
m=1

αm

(||pm∥
)
,m = 1,2, · · · ,N， （9）

ai≥0(i = 1,2, · · · ,N) αm (·)
αm (0) = 0 m = 1,2, · · · ,N

式中： 为非负常数； 为半正定

函数，且 ， .

βl (·) l = 1,2, · · · ,N假设 3　存在函数 ，  .使

∥G+i (pi) Z i (p)∥≤
N∑

l=1

eilβl (∥pl||)， （10）

G+i (pi) Gi (pi)

eil l = 1,2, · · · ,N
式 中 ： 为 的 Moore-Penrose广 义 逆 矩 阵 ；

（ ）为非负常数.
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u1 (p1) u2 (p2) , · · · uN (pN)

针对各个独立子系统构建辅助镇定律和对应的

代价函数，并通过局部评判神经网络执行策略迭代算

法，从而找到一组反馈镇定律 ，  ，  ，

使原互联系统（1）渐近稳定，且在控制过程中系统状

态始终保持在预设的约束区间内. 

2    分散镇定系统设计

Zi (p) Gi (pi)将耦合项 沿 方向投影分解为匹配与非

匹配的两项，如

Z i (p) = Gi (pi)G+i (pi) Ki (pi) Di (p)+(
Ini
−Gi (pi)G+i (pi)

)
Ki (pi) Di (p) , （11）

G+i (pi) Ki (pi) Di (p) Z i (p) Ini
∈ Rni×ni式中： 为 的匹配分量；  

为单位矩阵，系统（7）对应的独立子系统为

ṗi = Fi (pi)+Gi (pi)ui+Ci (pi)vi, （12）

Ci (pi) =
(
Ini
−Gi (pi)G+i (pi)

)
Ki (pi)式中 .

vi Zi (p)辅助镇定律 用于处理系统（7）中 的不匹配

分量. 独立子系统（12）对应的值函数设为

Vi (pi (t)) =
w ∞

t
ri (pi (τ) ,ui (τ) ,vi (τ))+

ηiT 2
i (pi (τ))dτ, （13）

ri (pi (t) ,ui (t) ,vi (t)) = pT
i Qi pi+uT

i Riui+εivT
i vi Ti (pi)≥

max {αi (∥pi∥) ,βi (∥pi∥)} i = 1,2, · · · ,N εi ηi

Qi ∈ Rni×ni Ri ∈ Rmi×mi

Ti (pi) Z i (p) Z i (p)

式中： ；

 ，   ； 和 为可调参

数，   和 为正定对称矩阵. 代价函数

（13）中 考虑耦合项 的范数上界，且 不

出现在独立子系统（12）中. 将系统（7）的分散镇定问

题转化为系统（12）的最优控制问题，后续将通过最小

化（13）补偿耦合项的影响.

(
u∗i ,v∗i

)引入独立子系统后，需要寻找一对增广镇定律

，使得独立子系统（12）稳定，并最小化值函数

（13），即 (
u∗i ,v

∗
i

)
= arg min

ui ∈ U (Ωi)
vi ∈V (Ωi)

Vi (pi (t)) , （14）

U (Ωi) V (Ωi) ui vi

Vi (pi (t))

式中 和 分别为控制律 和 的可容许镇定

控制集合. 当代价函数 达到最小，即

V∗i (pi (t)) =
w ∞

t

[
ri

(
p∗i (τ) ,u∗i (τ) ,v∗i (τ)

)
+

ηiT 2
i

(
p∗i (τ)

)]
dτ, （15）

其满足

∇V∗i
T (pi) (Fi (pi)+Gi (pi)ui+Ci (pi)vi)+

ri (pi,ui,vi)+ηiT 2
i (pi) = 0. （16）

独立子系统（12）的哈密顿函数为

H
(∇VT

i , pi,ui,vi

)
= ∇VT

i (pi) (Fi (pi)+Gi (pi)ui+

Ci (pi)vi)+ ri (pi,ui,vi)+ηiT 2
i (pi) . （17）

根据贝尔曼最优性原理，可知

min
ui ∈ U (Ωi)
vi ∈V (Ωi)

H
(∇VT

i , pi,ui,vi

)
= 0. （18）

(
u∗i ,v∗i

)由式（13）和（18）可得，独立子系统（12）的最优反

馈控制律 表达式为

u∗i = −
1
2

R−1
i GT

i (pi)∇V∗i (pi) , （19）

v∗i = −
1

2εi

CT
i (pi)∇V∗i (pi) . （20）

 

3    神经网络求解
 

∇V∗i (pi)

3.1    策略迭代算法     由于 HJB方程中存在偏微分项

，使其难以直接求解，本节将采用策略迭代算

法对其进行近似求解. 研究证明，该算法在迭代次数

趋于无穷时，代价函数和镇定律均收敛到最优 [21]
.

记

Gi (pi) =
[
Gi (pi) ,Ci (pi)

]
, （21）

µi (pi) =
[
uT

i (pi) ,vT
i (pi)

]T
. （22）

则独立子系统（12）可表示为

ṗi = Fi (pi)+Gi (pi)µi (pi) . （23）

ri (pi (t) ,ui (t) ,vi (t))式（13）中的 可表示为

ri (pi (t) ,µi (t)) = pT
i Qi pi+µ

T
i Riµi, （24）

Ri = diag
{
Ri, εi Ini

}
式中 .

i

µ(0)
i =

[
u(0)

i

T (pi) ,v(0)
i

T (pi)
]T

u(0)
i ∈ U (Ωi)

v(0)
i ∈V (Ωi)

下面，采用策略迭代算法逼近各个独立子系统的

最优镇定律. 针对第 个独立子系统选择一个初始可

容许镇定律 ，其中 ，

. 然后，通过下面两式依次重复进行策略评

价和策略更新，即(
∇V(q+1)

i (pi)
)T (

Fi (pi)+Gi (pi)µ
(q)
i (pi)

)
+

ri

(
pi,µ

(q)
i (pi)

)
+ηiT 2

i (pi) = 0， （25）

µ(q+1)
i = −1

2
R−1 (pi)GT

i (pi)∇V(q+1)
i (pi) . （26）

q

ϑ

直到迭代至第 步时代价函数收敛到设定的误差

范围 ，迭代过程如图 1所示.
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选取 μi(0)(pi), 令 Vi
(0)(pi)=0, 迭代次数 q=0

通过式 (25) 求解 Vi
(q+1)(pi)

通过式 (26) 更新控制律 μi(q+1)(pi)

|Vi
(q+1)(pi)−Vi(q)(pi)|≥J

是

否

返回 Vi
(q)(pi), μi(q)(pi)

q    q+1

→

图 1    策略迭代算法
  

3.2    局部评判神经网络实现     神经网络具有通用近

似能力，因而可以用来估计子系统的值函数，进而在

线求解 HJB方程（18）. 本文系统模型已知，因此可以

舍弃执行神经网络以简化神经网络结构，通过局部评

判神经网络即可估计子系统的值函数（15）. 最优代价

函数

V∗i (pi) =WT
ciσci (pi)+ ζci (pi) , （27）

Wci ∈ Rlci σci (pi) ∈ Rlci

σci (0) = 0 lci

ζci (pi)

pi

式中： 是未知的理想权重； 是可导

并连续的激活函数，且 ； 是局部评判神经

网络中神经元的数量； 是重构误差. 将式（27）对
求梯度可得

∇V∗i (pi) = ∇σT
ci (pi)Wci+∇ζci (pi) , （28）

∇ (·)
µ∗i (pi)

式中： 表示求梯度运算. 由式（19）~（22）、（28），可
将增广控制律 重构为

µ∗i (pi) = −
1
2
R−1

i GT
i (pi)∇σT

ci (pi)Wci+ ζµ∗i (pi) , （29）

ζµ∗i (pi) = −
1
2
R−1

i GT
i (pi)∇ζci (pi)式中 . HJB方程（18）可化为

ηiT 2
i (pi)+ pT

i Qi pi+µ
∗
i
T (pi)Riµ

∗
i (pi)+(∇V∗i (pi)

)T (Fi (pi)+Gi (pi)µ∗i (pi)
)
= 0. （30）

Wci

Ŵci

V̂i (pi)

由于局部评判神经网络的理想权重 未知，因

此将其估计值记为   ，因此最优代价函数的估计值

记为 . 则

V̂i (pi) = ŴT
ciσci (pi) , （31）

µ̂i (pi) = −
1
2
R−1

i GT
i (pi)∇σT

ci (pi)Ŵci. （32）

由式（17）和（31）可知，近似的哈密顿函数为

Ĥ
(
∇V̂i, pi, µ̂i

)
= ηiT 2

i (pi)+ ri

(
pi, µ̂i

)
+ŴT

ciϕi, （33）

ϕi = ∇σci (pi)
(
Fi (pi)+Gi (pi) µ̂i (pi)

)
式中 .

定义哈密顿函数的估计误差为

eci = Ĥi

(
∇V̂i, pi, µ̂i

)
−Hi

(∇V∗i , pi,µ
∗
i

)
=

ηiT 2
i (pi)+ ri

(
pi, µ̂i

)
+ŴT

ciϕi. （34）

Ŵci

Wci Eci =
1
2

eT
cieci

Eci

对局部评判神经网络权重  训练的目标是使其

收敛到理想权重 . 因此，定义目标函数 ，

并通过梯度下降法（35）训练局部评判神经网络权重

以最小化 ，则局部评判神经网络权重的更新律为

˙̂Wci = −
γci(

1+ϕT
i ϕi

)2

∂Eci

∂Ŵci

= −γci

ϕieci(
1+ϕT

i ϕi

)2 , （35）

γci > 0
(
1+ϕT

i ϕi

)2
式中 为学习率，  用于归一化.

W̃ci =Wci−Ŵci
定义局部评判神经网络权重误差为 .

将其对时间求导，结合式（35）可得

˙̃Wci = −γciψiψ
T
i W̃ci+

γciψiζHi (pi)
1+ϕT

i ϕi

, （36）

式中：

ψi =
ϕi

1+ϕT
i ϕi

,

ζHi (pi) = −∇ζT
ci (pi)

(
Fi (pi)+Gi (pi) µ̂i (pi)

)
.

 

Gi (pi) σci (pi) ∇σci (pi) ζci (pi) ∇ζci (pi)

ζHi (pi)

3.3    稳定性分析    
        假设 4　 、 、 、 、 、

均为范数有界的，即满足

∥Gi(pi)∥≤λ1 | |σci(pi)∥≤λ2 | |∇σci(pi)∥≤λ3 ∥ζci(pi)∥≤
λ4 ∥∇ζci (pi) ||≤λ5 ∥ζHi

(pi)∥≤λ6 λ1,λ2, · · · ,λ6

，  ，  ， 
，   ，  ， 其中， 均为

正常数.

ψi ϱ2≥ϱ1 > 0

T > 0

假设 5　 满足持续激励条件，即存在 ，

，使

ϱ1 Ilci
≤

w t+T

t
ψi (τ)ψT

i (τ)dτ≤ϱ2 Ilci
,∀t≥0.

i

u(0)
i ∈ U (Ωi) v(0)

i ∈V (Ωi)

定 理 1　 对 于 第 个 独 立 子 系 统 （12）， 若 假 设

1~5成立，初始镇定律满足 ，   ，局

部评判神经网络的权重由式（35）更新，且满足

γci≥
λ2

1λ
2
3

λmin

(
ψiψT

i

)
λmin (Ri)

, （37）

pi W̃ci
则独立子系统状态 和权重估计误差 是最终一致

有界的.

证明：选取 Lyapunov函数

Li (t) = V∗i (pi (t))+
1
2

W̃T
ciW̃ci,
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Li1 (t) = V∗i (pi (t)) Li2 (t) =
1
2

W̃T
ciW̃ci µ̂i

ṗi = Fi (pi)+Gi (pi) µ̂i

记 ， .  将 代 入

式（23），得到 ，其代价函数导数表

示为

V̇∗i (pi) = ∇V∗i
T (pi)

(
Fi (pi)+Gi (pi) µ̂i

)
. （38）

结合式（29）、（30）和（38），可得

L̇i1 (t) = ∇V∗i
T (pi)

(
Fi (pi)+Gi (pi) µ̂i (pi)

)
=

−ηiT 2
i (pi)− pT

i Qi pi+µ
∗
i
TRiµ

∗
i −2µ∗i

TRiµ̂i =

∥R
1
2

i

(
µ∗i − µ̂i

)∥2−ηiT 2
i (pi)− ri

(
pi, µ̂i

)
. （39）

Γi1 = ∥R
1
2

i

(
µ∗i − µ̂i

)∥2
∥a+b∥2

2
≤∥a∥2+ ∥b∥2 ∀a,b ∈ R

记 ，将式（29）、（32）代入式（39），

并结合不等式 ， ，可得

Γi1 = ∥
1
2
R− 1

2

i GT
i (pi)∇σT

ci (pi)W̃ci (pi)−R
1
2

i ζµ∗i (pi)∥2≤
1
2
∥R− 1

2

i GT
i (pi)∇σT

ci (pi)W̃ci (pi)∥2+2∥R
1
2

i ζµ∗i (pi)∥2.
（40）

因此，结合假设 4，式（39）可进一步化为

Li1 (t)≤−ηiT 2
i (pi)− ri

(
pi, µ̂i

)
+2∥R

1
2

i ζµ∗i (pi) ||2+
1
2
∥R− 1

2

i GT
i (pi)∇σT

ci (pi)W̃ci (pi)∥2≤

−λmin (Qi)∥pi∥2+
λ2

1λ
2
5

2λmin (Ri)
+

λ2
1λ

2
3

2λmin (Ri)
∥W̃ci (pi)∥2.（41）

由式（36）可得

L̇i2 (t) =−γciW̃T
ci (pi)ψiψ

T
i W̃ci (pi)+

γci

W̃T
ci (pi)ψi

1+φT
i φi

ζHi
(pi) , （42）

式中

γci

W̃T
ci (pi)ψi

1+φT
i φi

ζHi
(pi)≤|γciW̃T

ci (pi)ψiζHi
(pi) |≤

γci

2
W̃T

ci (pi)ψiψ
T
i W̃ci (pi)+

γci

2
ζT

Hi
ζHi
.

由式（42）和假设 4可得

L̇i2 (t)≤− γci

2
λmin

(
ψiψ

T
i

) ||W̃ci (pi)∥2+
γci

2
λ2

6. （43）

联立式（41）和（43）可得

Li (t) =Li1 (t)+Li2 (t)≤

−λmin (Qi)∥pi∥2+
λ2

1λ
2
5

2λmin (Ri)
+
γciλ

2
6

2
−(

γci

2
λmin

(
ψiψ

T
i

)− λ2
1λ

2
3

2λmin (Ri)

)
∥W̃ci (pi)∥2.

因此，根据 Lyapunov稳定性定理和式（37），当

∥pi∥ >

√
λ2

1λ
2
5/λmin (Ri)+γciλ

2
6

2λmin (Qi)

或∥∥∥∥W̃ci (pi)
∥∥∥∥ >

√
λ2

1λ
2
5+γciλ

2
6λmin (Ri)

γciλmin

(
ψiψT

i

)
λmin (Ri)−λ2

1λ
2
3

≜ λ7

pi

W̃ci (pi)

其中任意一式成立，独立子系统状态 和局部评判

神经网络权重估计误差 均为最终一致有界的.

证毕.

∥V∗i (pi)− V̂i (pi)∥≤
λ2λ7+λ4 γci λ7

V̂i (pi)

V∗i (pi)

由定理 1和式（27）、（31）可得，

. 通过选取恰当的学习率 可以对 进行调

整 . 因此 ， 能够收敛到子系统最优代价函数

的邻域内. 

4    仿真研究

本章将采用 2个仿真算例来验证所提出针对状

态约束互联非线性系统的分散镇定方法的有效性. 

4.1    数值非线性系统    考虑互联非线性系统，其动力

学模型为

ẋ1 =

 −x11+ x12

−0.5(x11+ x12)+0.5x12(2+ cos(2x11))
2

+ 0

2+ cos(2x11)

u1+ z1 (x) , （44）

ẋ2 =

 0.5x22

−x21−0.5x22+0.5x2
21 x22

+ 0

x21

u2+ z2 (x) . （45）

2个子系统的耦合项分别设为

z1 (x) =
 0.25

0.25

 (x11+ x22) sin2 x22cos x21,

z2 (x) =
 0.2

0

 (x12+ x22)cos
(
ex2

21

)
.

x1 (0) = [1,0]T

x2 (0) = [1,−1]T x11, x12 ∈ (−0.2,2) x21 ∈
(−1.5,1.5) x22 ∈ (−1.4,1.5)

在此例中 ，初始状态分别选择为 ，

. 状 态 约 束 为 ，  
， .

p1 (0) = [Fb (1;−0.2,2) ,Fb(0;−0.2,2)]T

p2 (0) = [Fb (1;−1.5,1.5) , Fb (−1;−1.4,1.5)]T

Q1 = Q2 = diag {6,6} R1 =R2 =

diag {1,0.3}

下面利用坐标变换构造无约束的系统. 经过坐标变

换后的初始状态为  ，

. 独 立 子 系

统的代价函数中选取 ，

.

σci (pi) =
[
p2

i1, p
2
i2, pi1 pi2

]T
i = 1,2

Ŵ(0)
c1 = [0,1,0]T Ŵ(0)

c2 = [1,2,1]T

构造 2个局部评判神经网络分别估计 2个独立

子系统镇定律. 激活函数选为 ，

. 根据子系统的初始可容许镇定律，局部评判

神经网络初值权重选取为  ， ，
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γc1 = γc2 = 0.1学习率选取为 .

如图 2所示，采用式（35）作为更新律训练 2个独

立子系统的局部评判神经网络 150 s后，2个独立子

系统的局部评判神经网络权重分别收敛于

Ŵc1 = [0.157 4,1.059 5,−0.239 0]T,

Ŵc2 = [1.623 4,2.486 4,0.110 8]T.

 
 

2.0

1.5

1.0

0.5

0

−0.5

W
c11

W
c12

W
c13

4

3

2

1

0

0 50

时间/s
100 150

W
c21

W
c22

W
c23

图 2    独立子系统 1、2局部评判神经网络权重演化过程
 

图 3所示为分散镇定方法的作用下，原互联子系

统（44）、（45）的状态演化过程. 由此可见，原系统的

2个互联子系统状态能够收敛到平衡点附近的小邻

域内，即最终一致有界，且满足状态约束.
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0
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x
11

x
12
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−1.0
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70 80
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x
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x
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状
态

状
态

图 3    所提出分散镇定律作用下子系统 1、2状态
 

为了验证系统状态约束对系统镇定性能的影响，

在不处理状态约束的情况下，直接采用了现有基于

ADP的分散镇定方法对系统（44）、（45）进行控制，得

到的系统状态演化过程如图 4所示. 由仿真结果可

见，虽然该方法能获得更快的收敛速度，但系统状态

超出了约束区间. 

4.2    双倒立摆系统     采用双倒立摆系统进行仿真 [22]，

以进一步验证本文所提方法的有效性. 由弹簧连接

的双倒立摆系统如图 5所示，可看作含 2个子系统的

互联非线性系统，动力学模型可表示为

m1l2
1θ̈1−m1gl1sin θ1+b1θ̇1−Fa1cos(θ1−β) = δ1u1,

m2l2
2θ̈2−m2gl2sin θ2+b2θ̇2−Fa2cos(θ2−β) = δ2u2.

b1 b2式中， 和 分别为 2个弹簧的阻尼系数，

F = k{1+A2(lk − l0)
2}(lk − l0),

|A (lk − l0)| < 1,

β = arctan
a1cos θ1−a2cos θ2

l0−a1sin θ1+a2sin θ2

,

lk =
{
(l0−a1sin θ1+a2sin θ2)

2
+ (a1cos θ1+a2cos θ2)

2
}2
.

 
 

l
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θ
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θ
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图 5    双倒立摆系统
 

δ1 = δ2 = 1 m1 = m2 = 1 kg l1 = l2 =

0.5 m l0 = 1 m g = 9.8 m · s−2 b1 = b2 = 0.009 k = 30

A = 0.1 a1 = a2 = 0.1

θ̇1 ∈ (−1,1) θ̇2 ∈ (−1.3,1.3)

系统参数选取为 ， ， 
， ， ， ， ，

，弹簧与 2个倒立摆底端的距离 . 状
态约束为 ， .

xi1 = θi xi2 = θ̇i x1 (0) =

[−2,0.3]T x2 (0) = [1,0]T i = 1,2

令 ， ，系统状态的初始值为

， ，其中 . 2个互联子系统

的动力学模型为

fi (xi) =

 xi2

5.88sin xi1−0.036xi2

 ,
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图 4    现有基于 ADP的分散镇定律作用下子系统 1、2
状态（未处理状态约束）
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gi (xi) =

 0

δi

 , ki (x) =

 0

4Faicos(xi1−β)

 .
Q1 = diag {0.1,0.1} Q2 = diag {0.2,

0.2} R1 = diag {0.01,0.002 5} R2 = diag {0.02,0.002 5}

对原系统进行坐标变换并构造独立子系统，选取

代价函数中的参数为 ，

， ， .

σci (pi) =
[
p2

i1, p
2
i2, pi1 pi2

]T
i = 1,2

Ŵ(0)
c1 = [1,1.5,1]T Ŵ(0)

c2 =

[0,1,2]T γc1 = γc2 = 0.1

构造 2个局部评判神经网络分别估计两个独立

子系统镇定律. 激活函数选为 ，

. 根据子系统的初始可容许镇定律，局部评判

神经网络权重初值选取为   和

，学习率选取为 .

图 6所示为 2个独立子系统的局部评判神经网

络权重演化过程，可见其分别收敛到

Ŵc1 = [1.017 9,1.360 2,0.992 6]T,

Ŵc2 = [0.053 1,0.989 1,1.275 3]T.

图 7所示为双倒立摆系统在本文所提的分散镇

定方法作用下的状态演化过程. 由于倒立摆位置和

角速度的初值不处于平衡状态，因此在施加控制后

的 0~1 s内系统状态 x12 和 x22 有短暂的调节过程，但

系统状态始终未超出状态约束，并达到最终一致有界.

x12 x22

作为对比，本例也采用了未考虑状态约束的基于

ADP的分散镇定方法进行仿真，结果如图 8所示. 在
该方法作用下，系统所用的调节时间与图 7相比较

短， 和 在超出状态约束之后再收敛. 因此，本文

所提方法通过更长的调节时间换取了系统性能的保证.
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图 8    现有基于 ADP的分散镇定律作用下子系统 1、2状
态（未处理状态约束）

  

5    结论

本文针对一类含有常值型状态约束的互联非线

性系统，提出了一种基于 ADP的分散镇定方法. 该方

法首先引入边界函数进行坐标变换，将含状态约束系

统的镇定问题转化为无约束系统的镇定问题，进而构

造独立子系统，并引入辅助控制构成增广镇定律，以

补偿耦合项的影响. 通过局部评判神经网络对各个

独立子系统的增广镇定律进行近似求解 ，并利用

Lyapunov稳定性定理证明了系统状态与局部评判神

经网络的权重估计误差均为最终一致有界的. 仿真

结果表明，所提出的分散镇定方法是有效的.
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Decentralized stabilization of state constrained interconnected
nonlinear systems based on adaptive dynamic programming

ZHAO Bo　DU Wenqian　YUAN Guoling　KONG Jie
（ School of Systems Science，Beijing Normal University，100875，Beijing，China）

Abstract　A decentralized stabilization method based on adaptive dynamic programming （ADP） is proposed for
a class of interconnected nonlinear systems with constant-value state constraints. A barrier function is introduced so
that the original system is converted into an unconstrained system by coordinate transformation. Auxiliary subsystems
and  improved  cost  functions  enabled  transformation  of  robust  decentralized  stabilization  problem  into  an  optimal
regulation problem. The Hamilton-Jacobi-Bellman （HJB） equation is  solved by policy iteration after  constructing a
local  critic  neural  network  for  each  auxiliary  subsystem  so  that  an  approximate  optimal  stabilization  control  law  is
obtained. According to the Lyapunov stability theory， the proposed method can drive estimation errors of closed-loop
interconnected  system and  local  critic  neural  networks  to  be  ultimately  uniformly  bounded  dynamically. Numerical
simulations validate the effectiveness of proposed decentralized stabilization method.

Keywords　adaptive dynamic programming；reinforcement learning；state constraints； interconnected nonlinear
systems；decentralized stabilization；optimum control
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