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摘要　探讨了入射至各向同性介质的不同频率的多光束；推导了三阶非线性极化矢量形式的表达式，并利用它解释

了多个已知且独立的非线性光学现象，验证了该表达式的普适性和正确性. 结果表明，三阶非线性极化矢量形式的表达

式可为各向同性介质中的三阶非线性光学效应提供统一描述；将其拓展至六角晶系材料，能对各种复杂问题提供简单的

处理方式. 这对于系统地理解各向同性介质和六角晶系材料中的三阶非线性光学效应具有重要意义，有望促进非线性光

学在频率转换、偏振态检测和量子信息等领域中的应用.
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0    引言

在经典通信和量子通信中，为了实现超快光开关

和光学信息处理，需要将多种光功能集成到单个紧凑

的芯片中，非线性光学效应在此过程中起着关键作用[1−2]
.

随着微纳光学的发展，等离激元纳米结构、超构材料

和超构表面等的非线性光学性质及其应用也正在被

深入挖掘 [3−5]
.

非线性光学效应只有在强光下才体现出来，阶数

越高其往往越弱，所以二阶和三阶最为典型. 通常来

说，三阶效应相较二阶效应，其存在于更广泛的物质

系统中，因为当物质系统具有中心反演对称性时，二

阶极化率为零. 值得注意的是，各向同性手性介质，

例如手性分子组成的液体，是中心对称破缺的，其中

仍具有部分二阶光学效应 [1]
. 三阶极化率不受中心反

演对称破缺的限制. 典型的三阶非线性光学效应包

括三次谐波产生、克尔效应和四波混频，它们具有广

泛的应用，例如生物成像 [6]、分子学研究 [7]、光学相位

共轭 [8]、光开关和频率梳产生 [9]
.

各向同性介质的三阶极化率张量具有高度对称

性，在该介质中的三阶非线性效应具有特殊的表现.

例如：单一手性的圆偏振光入射时无法产生三次谐

波 [10−11]——这种现象可以从角动量守恒的角度来解

释 [12]；椭圆偏振光入射时，非线性折射率会导致偏振

椭圆的长轴随传播距离旋转 [1，13]；利用简并四波混频

能产生矢量相位共轭波 [1，14]
. 此外，手性非线性光以

特殊角度入射到部分六角晶系的材料时，也有类似的

现象 [15]
. 然而，这些现象在文献中各自独立，缺少统一

的理论描述并刻画其本质特性. 

1    基本理论

对称性分析结果表明，各向同性介质的三阶极化

率张量元中，共有 21个非零张量元，且只有 3个张量

元独立 [1]
. 分别为

χ1122 = χ2211 = χ2233 = χ3322 = χ3311 = χ1133, （1）

χ1212 = χ2121 = χ2323 = χ3232 = χ3131 = χ1313, （2）

χ1221 = χ2112 = χ2332 = χ3223 = χ3113 = χ1331, （3）

χ1111 = χ2222 = χ3333 = χ1122+χ1212+χ1221, （4）

式中的右下角标数字 1、2、3分别代表笛卡儿坐标 x、
y、z.

根据式（1）~（4），各向同性介质的三阶极化率张

量可以以更紧凑的形式表示为 [1]

χi jkl = χ1122δi jδkl+χ1212δikδ jl+χ1221δilδ jk． （5）

三阶非线性极化与电场的一般关系式为 [1]

Pi (ωo+ωn+ωm) = ε0D′
∑

jkl

χi jkl (ωo+ωn+ωm;

ωo,ωn,ωm) E j (ωo) Ek (ωn) El (ωm) , （6）

D′ ωo ωn ωm

E j k l

式中：简并因子 表示 、 、  3个输入场频率不

同排列的数目；光场振幅 的下角标 、 、 表示偏振 
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方向，其后的圆括号内表示相应的频率.

E j、Fk、Gl ωE、ωF、

ωG j、k、l

ωP = ωE+

ωF+ωG

为了建立统一理论，对各向同性介质中三阶非线

性极化的矢量表达式 [16] 进行推导. 式（6）中对光场振

幅的记法 ：用 表示频率分别为

，且偏振方向分别为 的光场振幅，而略去光

场振幅后圆括号内的频率信息 . 则频率

的三阶极化为

Pi (ωP) = ε0D
∑

jkl

χi jkl (ωP;ωE,ωF,ωG) E jFkGl, （7）

D ωE、ωF、ωG式（7）中的简并因子 表示 3个输入场频

率不同排列的数目.

将式（5）代入式（7），利用克罗内克尔符号的定义

可得

Pi (ωP) = ε0D

χ1122Ei

∑
kl

δklFkGl+

χ1212Fi

∑
jl

δ jlE jGl+χ1221Gi

∑
jk

δ jkE jFk

 , （8）

式（8）可等价为

Pi (ωP) = ε0D(χ1122Ei(F ·G)+χ1212Fi(G ·E)+
χ1221Gi(E ·F)), （9）

进而得到各向同性介质三阶极化矢量形式的表达式

P (ωP) = ε0D(χ1122 E (F ·G)+χ1212 F (G ·E)+
χ1221G(E ·F)), （10）

E、F、G ωE、ωF、ωG

· P
ωP = ωE+ωF+ωG

式中： 表示频率分别为 的光场振

幅矢量 ；运算符号“ ”表示点乘 ；极化场 的频率

. 

2    典型三阶非线性光学效应的统一

理论体系

E、F、G即可

任意频率组合的光入射到各向同性介质，包括单

光束、频率相同的多光束和频率不同的多光束，所产

生的三阶极化都可以利用式（10）进行描述. 其中，只

需将参与相互作用的 3个光场复振幅分别代入式（10）
中的 . 

2.1    三次谐波    三次谐波是最简单的三阶效应，它对

应的量子过程是 3个相同频率的光子湮灭并伴随一

个频率增至 3倍的光子产生. 各向同性介质中的三次

谐波产生具有以下特点：出射光的偏振状态与入射光

的完全相同；如果入射光为单一手性的圆偏振光，则

不可能产生三次谐波 [10−11]
.

利用式（10）描述三次谐波的产生，此时输入场只

E
D = 1

有 1个，参与三次谐波产生的光场复振幅都为 ，简

并因子 . 利用式（10）和（4），三阶极化为

P (3ω) = ε0χ1111(E ·E)E, （11）

χ1111 = χ1111(3ω;ω,ω,ω)

P (3ω) E

(E ·E)

式中 . 由式（11）可知，三阶极化

与输入场 只相差一个系数，所以三次谐波的

偏振状态与入射光完全相同. 此外，单一手性的圆偏

振光激发时，关注式（11）中的 项，左旋和右旋圆

偏振光的琼斯矢量分别为

σ+ =
1
√

2

(
1
i

)
, σ− =

1
√

2

(
1
−i

)
． （12）

容易得到

σ± ·σ± = 0, σ± ·σ∓ = 1, （13）

P (3ω)

因此，只有单一手性的圆偏振光入射时，三阶极化

必定为 0，也就不可能有三次谐波产生. 这个结

论与文献 [10−11]的报道一致，证明了式（10）的适用

性，证明过程比文献的更加简洁. 

ω ω −ω
E、E、E∗

D = 3

2.2    非线性折射率     与三阶非线性折射率相关的非

线性电极化不涉及频率的变化，所对应 3个输入场的

频率分别为 、 、 . 考虑自相互作用的情况，参与

相互作用的光场复振幅分别为 ，简并因子

，利用式（10）可得三阶极化

P (ω) = 3ε0 (2χ1122 (E ·E∗) E+χ1221 (E ·E) E∗) , （14）

式（14）中利用了内禀置换对称性

χ1122 (ω;ω,ω,−ω) = χ1212 (ω;ω,ω,−ω)．

文献 [1]和 [13]均从极化率出发得到了式（14），
并基于此研究了各向同性介质中的克尔效应，发现椭

圆偏振光入射时，椭圆长轴的方向随传播距离旋转.

E F E F

E、F E∗ E F ω ω

−ω D = 6

进一步将式（14）拓展到交叉相互作用，当泵浦波

为 ，探测波为 ，并考虑强波 对于同频率弱波 的

折射率的影响，参与相互作用的光场复振幅分别为

、 . 因为 和 在物理上可区分，所以 、 、

实际上有 6种不同的排列，简并因子 . 相应

的三阶极化为

P (ω) = 6ε0(χ1122(F ·E∗)E+ (E∗ ·E)F+
χ1221(E ·F)E∗)． （15）

由式（14）和（15）可知，交叉耦合效应的非线性折

射率系数是对应自作用效应的 2倍，即弱波滞后效

应 [1，17]
. 故此，式（14）和（15）证明了式（10）对于光学克

尔效应的各种形式都是适用的，并且以统一的方式得

到了不同情况下的结果. 
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B F
z S −z

S

χ1122 = 0

2.3    简并四波混频     复振幅彼此互为复共轭的 2个

波互为相位共轭波. 标量近似时，复共轭要求包括振

幅和波矢. 如果 2个波的偏振单位矢量也满足该复共

轭要求，则这 2个波彼此互称矢量相位共轭波. 实现

相位共轭的方法之一是简并四波混频，该方法中，包

括 2束对向入射非线性介质的泵浦波 、 和一束沿

轴方向传播的信号波 ，从而产生沿 轴方向传播

的 的相位共轭波 [1]
. 如果进一步要求相位共轭波具

有矢量共轭的性质，则对非线性介质的极化率或泵浦

波的偏振状态有一定的要求. 例如，在各向同性介质

中，一种方法是选择 的非线性介质 [18−20]，另一

种方法是使用偏振旋转方向相反的圆偏振光泵浦[14，21]
.

B、F、S∗
将式（10）应用于简并四波混频过程，参与相互作

用的光场复振幅分别为 ，得到非线性极化为

P (ω) = 6ε0(χ1122 (B (F ·S∗)+F (S∗ ·B))+
χ1221S∗(B ·F))． （16）

B F ±z

x y

在简并四波混频产生相位共轭的过程中，泵浦波

和 的传播方向近似沿着 轴，即只考虑它们沿

和 方向的偏振分量. 由此可得

Px = 6ε0(
(
χ1111BxFx+χ1221ByFy

)
S ∗x+

χ1122(BxFy+ByFx)S ∗y), （17）

Py = 6ε0(
(
χ1111ByFy+χ1221BxFx

)
S ∗y+

χ1122(ByFx+BxFy)S ∗x), （18）

写成矩阵形式  Px

Py

 = 6ε0 A
 S ∗x

S ∗y

 ,
A =

 χ1111BxFx+χ1221ByFy χ1122

(
BxFy+ByFx

)
χ1122

(
ByFx+BxFy

)
χ1111ByFy+χ1221BxFx

．
（19）

χ1122 = 0

根据式（19）可分析出前述产生矢量相位共轭的

理论要求 [1]，即要使式（19）中系数矩阵的非对角元为

零，需要选择 的非线性介质或使用偏振旋转

方向相反的圆偏振光泵浦. 与文献 [1]中的相关研究

相比，利用本文的三阶极化式（10）更简单、直接，因

为文献 [1]中需要从 54个三阶极化项中挑选出能对

相位共轭波的产生做出贡献的 4项极化，而式（10）已
经将参与相互作用的 3个光场复振幅做出区分，避免

了进行繁冗的展开和提取. 

3    拓展应用

D6 C6v D6h D3h

三阶极化表达式（10）适用于各向同性介质，类似

地，其推导方法也能应用于其他对称性晶体. 对于六

角晶系的 、 、 、 这 4个点群，它们的入射

z场不涉及 坐标的三阶极化率张量元需满足关系：

χ1122 = χ2211, （20）

χ1212 = χ2121, （21）

χ1221 = χ2112, （22）

χ1111 = χ2222 = χ1122+χ1212+χ1221． （23）

D6 C6v D6h D3h

D3h

式（20）~（23）与关系式（1）~（4）完全相同. 所以，当入

射光沿晶体主轴方向传播，即入射场偏振为垂直于主

轴的二维矢量时，相应的三阶极化表达式与各向同性

介质中的结果式（10）完全相同 . 故此，在属于点群

、 、 和 的晶体中也有单一手性的圆偏振光

沿主轴方向入射晶体时，不能产生三次谐波. 文献 [15]
正是利用了这一性质，在属于 点群的单层 MoS2
中，实现了手性光入射的三次谐波全光调制.

类似地，根据式（10）还可以分析 2束圆偏振光垂

直入射该类晶体时，四波混频产生对入射光手性组合

的依赖. 文献 [22]根据相关原理在单层 MoS2 中构建

了全光手性逻辑门.

C6 C3h C6h对于六角晶系的其他 3个点群 、 和 ，虽然

独立的张量元数目增加了 [1]，但仍然可以通过推导，

得到三阶极化表达式为

P = ε0D
(
χ1122 E (F ·G)+χ1212 F (E ·G)+

χ1221G (E ·F)+χ1121 E ((G×F) · ẑ)+

χ1211 F ((G×E) · ẑ)+χ2111 (E ·F)TG
)
, （24）

T式中 是一个常数矩阵，且有

T =
 0 −1

1 0

． （25）

式 （24）中有 3项与式 （10）完全相同 ，而增加的

3项中涉及了叉乘. 对于左旋和右旋圆偏振光的琼斯

矢量，除了有点乘关系，如式（13）外，还有叉乘关系

σ±×σ± = 0,σ±×σ∓ = ∓i ẑ． （26）

所以，根据式（13）、（26）及式（10）、（24）可以得出如

下结论：对于六角晶系的所有晶体，当单一手性的圆

偏振光沿主轴方向入射晶体时，均不能产生三次谐

波. 这些结果再次证明，以式（10）为基础的统一理论

不仅对各向同性材料适用，通过同样的推导思路，也

可以用于描述六角晶系材料.

光的偏振信息在生物医药研究 [23]、全光调制 [24]、

光子存储和偏振复用计算 [25] 等领域具有重要作用，

式（10）和（24）的矢量形式被用于研究偏振信息时非

常方便. 以此为基础进行相关分析，还有望获得更多

的光学性质. 
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4    结束语

在各向同性介质中推导了矢量形式的三阶极化

表达式，它可适用于各向同性介质中的各种三阶非线

性光学效应，并且以更加简单和直接的方式得到了一

致的结论，从而可将各向同性介质中的各种三阶效应

都统一在一个理论体系中. 同时，基于对称性分析所

给出的极化率张量元关系，用矢量形式表达非线性极

化的方法，能够洞见丰富的物理规律. 例如，该方法

可拓展至六角晶系材料中，以描述特殊角度入射时所

产生的三阶非线性光学效应. 本研究提出的理论和

分析，可适用于传统块状材料（例如熔融石英）和二维

材料（例如单层过渡金属二硫化物）. 由于仅对晶体

的对称性有要求，相应的结论在超构材料和超构表面

中仍然成立，这可为非线性光学的发展提供理论指

导. 建立各向同性介质的三阶非线性极化统一理论，

对于系统地理解各向同性介质和六角晶系介质中的

三阶非线性光学效应具有重要意义，可为相关领域的

应用提供理论支持，并希望能促进非线性光学在频率

转换、偏振态检测、量子光源产生等领域的应用；对

促进非线性光学的发展和未来的研究奠定坚实的理

论基础.
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Universal theory of third-order nonlinear polarization in
isotropic media

YANG Guoxia　LI Haojie　LÜ Bokun　JIA Qianwen　LIU Dahe　SHI Jinwei　GONG Wenping
（ Applied Optics Beijing Area Major Laboratory，Key Laboratory of Multiscale Spin Physics of Ministry of Education，Department of Physics，Beijing

Normal University，Beijing，China）

Abstract　Vector expression of third-order nonlinear polarization in isotropic media is derived， which is suitable
for multiple beams incidence with different frequencies. This expression is applied to elucidate multiple well-known
and  distinct  nonlinear  optical  phenomena，   thereby  validating  its  universality  and  accuracy.  This  offers  a  unified
description  of  third-order  nonlinear  optical  effects  in  isotropic  media.  By  extending  its  application  to  hexagonal
materials，   this  expression offers  straightforward solutions  to  a  variety  of  complex cases. This  study is  crucial  for  a
systematic understanding of third-order nonlinear optical effects in both isotropic media and hexagonal materials， with
the potential to enhance application of nonlinear optics in fields such as frequency conversion， polarization detection，
and quantum information.

Keywords　 nonlinear  optics； third-order  nonlinear  polarization； isotropic  media； third-harmonic； nonlinear
refractive index；degenerate four-wave mixing
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